3. Graphen Einfihrung

m Definitionen m Graphen sind zur Repréasentation von Problemen vielseitig verwendbar, z.B.
. . - Stadte: Verbindungswege
" Impl : e_ntlerungs_altematlven Personen: Relationen zwischen ihnen
Kaptenllae, K_notenl_lste . - Rechner: Verbindungen
Adjazenzmatrix, Adjazenzliste Akti . itliche Abhanaiakeit
Vergleich - ionen: zeitliche Abhangigkeiten

m Traversierung von Graphen m Graph: Menge von Knoten (Vertices) und Kanten (Edges)

_;B_ir;i;in;;ﬁ:e - ungerichtete Graphen
gerichtete Graphen (Digraph, Directed graph)
m Topologisches Sortieren - gerichtete, azyklische Graphen (DAG, Directed Acyclic Graph)

m Transitive Hille (Warshall-Algorithmus)
m Kirzeste Wege (Dijkstra-Algorithmus etc.)

m Minimale Spannbaume (Kruskal-Algorithmus)

m Maximale Flisse (Ford-Fulkerson) ungerichteter Graph G
m Maximales Matching
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Definitionen Beispiele ungerichteter Graphen

m G =(V, E) heiRt ungerichteter Graph : 0 m Beispiel 1 _

V 1 /Eist eine endliche, nichtleere Menge. V heiRt Knotenmenge, Elemente von V heiRRen Kno- - G=(Va Eg)mitVg ={1,23,4},

ten - Ec={(12),(13),(1,4),(23),(24, 3 4}

E ist eine Menge von ein- oder zweielementigen Teilmengen von V. E heil3t Kantenmenge, ein
Paar {u,v} | E heif}t Kante

Eine Kante {u} heif3t Schlinge
Zwei Knoten u und v heiRRen benachbart (adjazent): 0 {u,v} T E oder (u=v)U{u} 1 E.

m Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph. Wenn E keine Schlinge enthalt, so
heifl3t G schlingenlos.

m Beispiel 2

Bem. Im weiteren werden wir Kanten {u,v} als Paare (u,v) oder (v,u) und Schlingen {u} als Paar (u,u)
schreiben, um spétere gemeinsame Definitionen flr ungerichtete und gerichtete Graphen nicht diffe- )
renzieren und notationell unterscheiden zu mussen. ungerichteter Graph G,

m Seien G = (Vg, Eg) und H = (V, Ey) ungerichtete Graphen.
H heift Teilgraph von G (H1 G):0 Vg EVy undEg E Ey

H heif?t vollsténdiger Teilgraphvon G : 0
HI Gund[(uv) T Eg mituv 1 Vy P uwt Eql.

A
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Definitionen (2) Definitionen (3)

= G = (V,E) heifdt gerichteter Graph (Directed Graph, Digraph) : o ® Sei G = (V,E) ein (un)gerichteter Graph und k = (v, ..., v,) T VM1,
) . . . ! !
\% : ﬁE,|st en(_jllche Menge. V heifdt Knotenmenge, _Elemente von V heifRen Knoten. -k heiRt Kantenfolge der Lange n von v, nach vy, wenn fir dlei 1 {0, ..., n-1} gilt:
- El V" V heifdt Kantenmenge, Elemente von E heif3en Kanten. (vi, Vis1) T E. Im gerichteten Fall ist v, der Startknoten und v, der Endknoten, im ungerichteten
Schreibweise: (u, v) oder u ® v. uist die Quelle, v das Ziel der Kanteu® v. Fall sind v, und v,, die Endknoten von k.
- EineKante (u, u) heifl3t Schlinge. V1, ..., V.1 Sind die inneren Knoten von k. Ist v = ,, so ist die Kantenfolge geschlossen.
. -k heifdt Kantenzug der Lange n von v,, nach v,,, wenn k Kantenfolge der Lénge n von v, nach v,
m Beispiel ist und wenn fiir allei, j 1 {0, ..., n-1} miti* ] gilt: (v;, Visy) (v}, Vjsy)-
- G=(NVg Eg)mitVg={1,2,34 undE;={1® 2,1® -k heifdt Weg (Pfad) der Lange n von v, nach v, wenn k Kantenfolge der Lange n von v, nach
3,1® 4.2® 3,20 4,30 4} OO v, ist und wenn fir alle,j 1 {0, .., nj miti® ] gilt: v, v,

- kheiflt Zyklus oder Kreis der Lange n, wenn k geschlossene Kantenfolge der Lange n von v,
nach v, und wenn k' = (v, ..., Vi.1) €in Weg ist. Ein Graph ohne Zyklus hei3t kreisfrei oder azy-

@ @ klisch. Ein gerichteter azyklischer Graph heif3t auch DAG (Directed Acyclic Graph)
- Graph ist zusammenhéangend, wenn zwischen je 2 Knoten ein Kantenzug existiert
m Beispiel 2 G) © Beispiel B —0) Kantenfolge:
a | e Kantenzug:
O O—3 29k
a 6 G Zyklus:
gerichteter Graph Gy m Sei G = (V, E) (un)gerichteter Graph, k Kantenfolge von v nach w. Dann
gibt es einen Weg von v nach w.
(C) Prof. E. Rahm 3.5 (C) Prof. E. Rahm 3.6
Definitionen (4) Definitionen (5)
m Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph m Markierte Graphen
- Eingangsgrad: eg (v) = |{v' | (v',v) T E}| Sei G = (V, E) ein (un)gerichteter Graph, M, und M ¢ Mengenund m: V® M,, undg:E® Mg
- Ausgangsgrad: ag(v) = [{v'| (v, )T E}| Abbildungen.
- G heifl gerichteter Wald wenn G zyklenfrei ist und fur alle Knoten v gilt eg(v) <= 1. Jeder Kno- - G'=(V, E, m) heilt knotenmarkierter Graph

ten v mit eg(v)=0 ist eine Wur zel des Waldes.

) L - G"=(V,E, g) heil®t kantenmarkierter Graph
- Aufspannender Wald (Spannwald) von G: gerichteter Wald W=(V,F) mit FI E

- G"=(V, E, mQg) heifdt knoten- und kantenmarkierter Graph
m Gerichteter Baum (Wurzelbaum): gerichteter Wald mit genau 1 Wurzel My und Mg sind die Markierungsmengen (z.B. Alphabete oder Zahlen)

- fir jeden Knoten v eines gerichteten Baums gibt es genau einen Weg von der Wurzel zu v

- Erzeugender / aufspannender Baum (Spannbaum) eines Digraphen G: Spannwald von G mit nur
1 Wurzel

m zu jedem zusammenhéngenden Graphen gibt es (mind.) einen Spannbaum

3
Joudi ilne

T

gerichteter Graph Gg

D @'
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Algorithmische Probleme fur Graphen Algorithmische Probleme (2)

Gegeben sei ein (un)gerichteter Graph G = (V, E . . . L
= (ung & v.B m Farbungsproblem: Man entscheide zu einer vorgegebenen natirlichen

m Man entscheide, ob G zusammenhéngend ist Zahl k (,Anzahl der Farben®), ob es eine Knotenmarkierung
) . " I~y N
= Man entscheide, ob G azyklisch ist F(]; Vﬁ)(”{l,h]Z, ..., K} sogibt, da3 fur alle (v, w) I E gilt: m(v) * m(w)

= Man finde zu zwei Knoten, v, w T V einen kiirzesten Weg von v nach w

(bzw. , giinstigster* Weg bzgl. Kantenmarkierung) m Cliguenproblem: Man entscheide fir ungerichteten Graphen G zu vorge-

gebener natirlichen Zahl k, ob es einen Teilgraphen G' (,k-Clique*) von

= Man entscheide, ob G einenHamiltonschen Zyklus besitzt, d.h. einen Zyklus G gibt, dessen Knoten alle paarweise durch Kanten verbunden sind
der Lange A/ m Matching-Problem: Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Teilmenge M i E der
m Man entscheide, ob G einen Eulerschen Weg besitzt, d.h. einen Weg, in dem Kanten heif3t Matching, wenn jeder Knoten von V zu hochstens einer Kan-
jede Kante genau einmal verwendet wird, und dessen Anfangs- und End- te aus M gehdrt. Problem: finde ein maximales Matching

punkte gleich sind (Konigsberger Briickenproblem) m Traveling Salesman Problem: Bestimme optimale Rundreise durch n

Stadte, bei der jede Stadt nur einmal besucht wird und minimale Kosten

entstehen
PreQel . . . .
Hierunter sind bekannte NP-vollstandige Probleme, z.B. das Cliquenproblem,
das Farbungsproblem, die Hamilton-Eigenschaftspriifung und das Traveling
' Salesman Problem
(C) Prof. E. Rahm 3.9 (C) Prof. E. Rahm 3. 10
Speicherung von Graphen Speicherung von Graphen (2)
m Knoten- und Kantenlisten m Adjazenzmatrix
Speicherung von Graphen als Liste von Zahlen (z.B. in Array oder verketteter Liste) Ein Graph G = (V,E) mit &% = n wird in einer Bool€' schenn x n -Matrix
Knoten werden von 1 bis n durchnumeriert; Kanten als Paare von Knoten : 0 falls(i,j)1 E
. Ag = (aij), mit 1 £i,j £ n gespeichert, wobei a; =i
m Kantenliste T rais@pi E
Liste: Knotenzahl, Kantenzahl, Liste von Kanten (je as 2 Zahlen)
Speicherbedarf: 2 + 2m (m = Anzahl Kanten) u Belsplel:
m Knotenliste (1)
Liste: Knotenzahl, Kantenzahl, Liste von K noteninformationen | 0 a tloto1o aka
. L . . 2lo0001
Knoteninformation: Ausgangsgrad und Zielknoten ag(i), vy -. Vag(i a 3lb1000 a g 6
Speicherbedarf: 2 + n+m (n= Anzahl Knoten, m = Anzahl Kanten) 9 sliooo01
: . 5100101
m Beispiel © Kantenliste:
(2 m Speicherplatzbedarf O(n2)
a G Knotenliste: - jedoch nur 1 Bit pro Position (statt Knoten/Kantennummern)
. - unabhangig von Kantenmenge
/ fUr ungerichtete Graphen ergibt sich symmetrische Belegung (Halbierung des Speicherbedarfs
maglich)

D @'
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Speicherung von Graphen (3) Speicherung von Graphen (4)

. . /** Reprasentiert einen Knoten im Graphen. */
] Adjazenzllsten public class Vertex {

. . Obj ect key = null; /'l Knot enbezei chner
- verkettete Liste der n Knoten (oder Array-Realisierung) Li nkedLi st edges = null; // Liste ausgehender Kanten
- pro Knoten: verkettete Liste der Nachfolger (représentiert die von dem Knoten ausgehenden
Kanten) /** Konstruktor */
- Speicherbedarf: n+m Listenelemente public Vertex(Object key) { this.key = key; edges = new LinkedList(); }

/** Ueberschrei be Object.equal s-Methode */
publ i c bool ean equal s(Object obj) {
a if (obj == null) return false;
@V if (obj instanceof Vertex) return key.equal s(((Vertex) obj).key);
G el se return key.equal s(obj); }
Q a /** Ueberschrei be Object.hashCode- Met hode */
» public int hashCode() { return key.hashCode(); } ... }

/** Repraesentiert eine Kante im Graphen. */
public class Edge {

l\/ertex' dest = null; // Kantenzi e! knot en
m Variante: doppelt verkettete Kantenlisten (doubly connected arc list, It weight = 0: /1" Kantengew cht
DCAL) /** Konstruktor */
public Edge(Vertex dest, int weight) {
this.dest = dest; this.weight=weight; } ... }
(C) Prof. E. Rahm 3. 13 (C) Prof. E. Rahm 3. 14
/** Graph a tation. */ 1 . 1
publ i ¢ €l as Graph { Speicherung von Graphen: Vergleich

protected Hashtable vertices = null; // enthaelt alle Knoten des Graphen - Komplexitétsvergleich

/** Konstruktor */

public Graph() { vertices = new Hashtable(); } Operation Kantenliste [ Knotenliste | Adjazenzmatrix | Adjazenzliste
/** Fuegt einen Knoten in den Graphen ein. */ Einfligen Kante 0o(1) O(n+m) 0o(1) 0 (1)/0(n)
public void addVertex(Object key) { -
if (vertices.containsKey(key)) Ldschen Kante o(m) O(n+m) o) o(n)
throw new GraphException("Knoten exisitert bereits!"); Einfiigen K noten 0o(1) o(1) O(nz) o(1)
vertices. put(key, new Vertex(key)); } - v
L éschen Knoten O(m) O(n+m) O(n%) O(n+m)
/** Fuegt eine Kante in den Graphen ein. */ . 2
public void addEdge(Object src, Object dest, int weight) { Speicherplatzbedarf O(m) O(n+m) O(n%) O(n+m)
Vertex vsrc = (Vertex) vertices.get(src); - K -
Vertex vdest = (Vertex) vertices.get(dest); - Loéschen eines Knotens |6scht auch zugehodrige Kanten
if (vsrc == null) A T . . . . .
thr ow new GraphExcept i on(" Ausgangsknot en existiert nicht!"): Anderungsaufwand abhangig von Realisierung der Adjazenzmatrix und Adjazenzliste
if (vdest == null) o . . . . .
throw new GraphException("Ziel knoten existiert nicht!"); = Welche Reprasentation geeigneter ist, hangt auch vom Problem ab:

vsrc. edges. add(new Edge(vdest, weight)); } - Frage: Gibt es Kante von anach b: Matrix
/** Liefert einen Iterator ueber alle Knoten. */ - Durchsuchen von Knoten in durch Nachbarschaft gegebener Re'henfolge Listen
public Iterator getVertices() { return vertices.values().iterator(); } X i i i L
m Transformation zwischen Implementierungsalternativen moglich
/** Liefert den zum Knotenbezei chner gehoerigen Knoten. */
public Vertex getVertex(Object key) {

return (Vertex) vertices.get(key); } }

D &
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Traversierung

m Traversierung: Durchlaufen eines Graphen, bei dem jeder Knoten (bzw.
jede Kante) genau 1-mal aufgesucht wird

- Beispiel 1: Aufsuchen aller Verbindungen (Kanten) und Kreuzungen (Knoten) in einem Laby-
rinth

- Beispiel 2: Aufsuchen aller Web-Server durch Suchmaschinen-Roboter

m Generische Losungsmoglichkeit fir Graphen G=(V, E)

for each Knoten v V do { markierev als unbearbeitet};

B ={s}; // Initialisierung der Menge besuchter Knoten B mit Startknotens1 V;

markiere s als bearbeitet;

while es gibt noch unbearbeitete Knoten v’ mit (v,v’) T Eundv 1 B do{
B=BE{v};
markiere v’ als bearbeitet;
b

}

m Realisierungen unterscheiden sich beziiglich Verwaltung der noch abzuar-
beitenden Knotenmenge und Auswahl der jeweils nachsten Kante

T
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Breitensuche

m Bearbeite einen Knoten, der in n Schritten von u erreichbar ist, erst, wenn
alle Knoten, diein n-1 Schritten erreichbar sind, abgearbeitet wurden.
- ungerichteter Graph G = (V,E); Startknoten s; Q sei FIFO-Warteschlange.

- zujedem Knoten u wird der aktuelle Farbwert, der Abstand d zu Startknoten s, und der Vorgén-
ger pred, von dem aus u erreicht wurde, gespeichert

- Funktion succ(u) liefert die Menge der direkten Nachfolger von u

- pred-Werte liefern nach Abarbeitung fir zusammenhéangende Graphen einen aufspannenden
Baum (Spannbaum), ansonsten Spannwald

BFS(G,9):
for each Knotenvi V - s do{ farbe[v]= wei; d[v] =¥; pred [v] = null };
farbe[s] = grau; d[s] = O; pred [s] = null; Q = emptyQueue; Q = enqueue(Q,s);
while not isEmpty(Q) do{ v = front(Q);
for eachul succ (v) do{
if farbe(u) = weiBthen
{ farbe[u] = grau; d[u] = d[v]+1; pred[u] = v; Q = enqueue(Q,u); };
¥
dequeue(Q); farbe[v] = schwarz;

D
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Traversierung (2)
m Breitendurchlauf (Breadth First Search, BFS)

- ausgehend von Startknoten werden zunachst alle direkt erreichbaren Knoten bearbeitet

- danach die Gber mindestens zwei Kanten vom Startknoten erreichbaren Knoten, dann die tber
drei Kanten usw.

- eswerden also erst die Nachbarn besucht, bevor zu den Shnen gegangen wird
- kann mit FIFO-Datenstruktur fiir noch zu bearbeitende Knoten realisiert werden

m Tiefendurchlauf (Depth First Search, DFS)

- ausgehend von Startknoten werden zunéchst rekursiv alle Séhne (Nachfolger) bearbeitet; erst
dann wird zu den Nachbarn gegangen

- kann mit Stack-Datenstruktur fir noch zu bearbeitende Knoten realisiert werden
- Verallgemeinerung der Traversierung von Baumen

m Algorithmen nutzen ,, Farbwert" pro Knoten zur Kennzeichnung des Bear-

beitungszustandes
- welld: noch nicht bearbeitet
- schwarz: abgearbeitet
- grau: in Bearbeitung

(©) Prof. E. Rahm 3. 18 A
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Breitensuche (2)

/** Liefert die Liste aller erreichbaren Knoten in Breitendurchlauf. */
public List traverseBFS(Object root, Hashtable d, Hashtable pred) {
Li nkedLi st list = new LinkedList();
Hasht abl e col or = new Hashtabl e();
I nteger gray = new Integer(1);
I nteger black = new I nteger(2);
Queue q = new Queue();
Vertex v, u = null;
Iterator elter = null;
v = (Vertex)vertices.get(root);
col or.put(v, gray);
d. put (v, new Integer(0));
q. enqueue(Vv);
while (! g.enpty()) {
v = (Vertex) vertices.get(((Vertex)q.front()).key);
elter = v.edges.iterator();
whil e(elter. hasNext()) {
u = ((Edge)elter.next()).dest;
if (color.get(u) == null) {
col or.put(u, gray);
d.put(u, new Integer(((Integer)d.get(v)).intValue() + 1));
pred. put(u, v);
g. enqueue(u);

}

q. dequeue();
l'ist.add(v);

col or. put (v, black);

return list;

} g
() Prof. E. Rahm 3- 20




Breitensuche (3) Tiefensuche

m Beispiel: m Bearbeite einen Knoten v erst dann, wenn alle seine Séhne bearbeitet sind
(auBer wenn ein Sohn auf dem Weg zu v liegt)
Q (un)gerichteter Graph G = (V,E); succ(v) liefert Menge der direkten Nachfolger von Knoten v
a - zujedem Knoten v wird der aktuelle Farbwert, die Zeitpunkte in bzw. out, zu denen der Knoten
Q im Rahmen der Tiefensuche erreicht bzw. verlassen wurden, sowie der Vorganger pred, von
a dem aus v erreicht wurde, gespeichert

- diein- bzw. out-Zeitpunkte ergeben eine Reihenfolge der Knoten analog zur Vor- bzw. Nach-
ordnung bei Baumen
S Q DFS(G):
‘0 for each Knoten vi V do { farbe[v]= weiR; pred [v] = null };
zeit = 0; for each Knotenv T V do { if farbe[v]= weiRthen DFS-visit(v) };
DFS-visit (v): I/l rekursive Methode zur Tiefensuche
farbe[v]= grau; zeit = zeit+1; in[v]=zeit;
e . for eachuT succ (v) do{if farbe(u) = weil then { pred[u] = v; DFS-visit(u); }; };
m Komplexitat: ein Besuch pro Kante und Knoten: O(n + m) tarbelV] = schwarz; zeit = zeit+1; out[v]=zeit;

falls G zusammenhangend gilt |E| > |V| -1 -> Komplexitét O(m) = lineare Kompl exitat O(n+m)

[ Breite_nsuche unterstiitzt Losung von Distanzproblemen, z.B. Berechnung - DFS-visit wird genau einmal pro (weiRem) Knoten aufgerufen
der Lange des kirzesten Wegs eines Knoten s zu anderen Knoten - pro Knoten erfolgt Schieifendurchlauf fiir jede von diesem K noten ausgehende Kante
(C) Prof. E. Rahm 3. 01 A (C) Prof. E. Rahm 3. 22 A
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Tiefensuche: Beispiel Topologische Sortierung
V- m gerichtete Kanten eines zyklenfreien Digraphs (DAG) beschreiben Halb-
(u) ordnung unter Knoten
() G O m topologische Sortierung erzeugt vollsténdige Ordnung, die nicht im Wi-
derspruch zur partiellen Ordnung steht
d.h. falls eine Kante von Knoten i nach j existiert, erscheint i in der linearen Ordnung vor j
‘ - m Topologische Sortierung eines Digraphen G = (V,E):
2/- (W) Abbildung ord: V® {1, ..., n} mit ¥/%=n
34 o @‘Q so da mit (u,v) T E auch ord(u) < ord(v) gilt.

m Beispiel:
‘ P ©
t V- g
25 © @~ T —
go

ONO &
6/- 7/- \
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-0




Topologische Sortierung (2) Topologische Sortierung (3)

m Satz: Digraph G = (V,E) ist zyklenfrei <=> fir G existiert eine topologi- m Beweisliefert einen Algorithmus zur topol ogischen Sortierung

sche Sorti erung Bestimmung einer Abbildung ord fir gerichteten Graphen G = (V,E) zur topol ogischen Sortierung
Beweis: <= klar und Test auf Zyklenfreiheit
=> Induktion uber |V|. TS (G):
Induktionsanfang: |V| = 1, keine Kante, bereits topologisch sortiert i=0;
Induktionsschluf: [V|=n. while G hat wenigstens einen Knoten v mit eg (v) = 0 do{

- DaG azyklisch ist, muR es einen Knoten v ohne Vorgéanger geben. Setze ord(v) = 1 i=i+lord(v) =i;G=G-{v}; }

- Durch Entfernen von v erhalten wir einen azyklischen Graphen G' mit |V'| = n-1, fUr den es nach if G = {} then , G ist zyklenfrei* else,,G hat Zyklen*;

Induktionsvoraussetzung topol ogische Sortierung ord' gibt

- Die gesuchte topologische Sortierung fir G ergibt sich durch ord(v') = ord'(v') + 1, fir allev'1 . . _
V' - (Neu-)Bestimmung des Eingangsgrades kann sehr aufwendig werden

. . . . . - Effizienter ist daher, den jeweils aktuellen Eingangsgrad zu jedem Knoten zu speichern

m Korollar: zu jedem DAG gibt es eine topol ogische Sortierung

m effiziente Alternative: Verwendung der Tiefensuche
- Verwendung der out-Zeitpunkte, in umgekehrter Reihenfolge
- Realisierung mit Aufwand O(n+m)

- Mit denselben Kosten O(n+m) kann die Zyklenfreiheit eines Graphen getestet werden
(Zyklus liegt dann vor, wenn bei der Tiefensuche der Nachfolger eines Knotens bereits grau ge-

farbt ist!)
(C) Prof. E. Rahm 3- 25 A (C) Prof. E. Rahm 3- 26 A
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Topologische Sortierung (4) Transitive Hulle
m Anwendungsbeispiel m Erreichbarkeit von Knoten

- welche Knoten sind von einem gegebenen Knoten aus erreichbar?
- gibt esKnoten, von denen aus alle anderen erreicht werden kénnen?
- Bestimmung der transitiven Hille ermdglicht Beantwortung solcher Fragen

zerstreuter Professor legt die Reihenfolge beim Ankleiden fest

- Unterhose vor Hose
- Hose vor Girtel

- Hemd vor Giirtel m Ein Digraph G* = (V,E*) ist die reflexive, transitive Hille (kurz: Hlle)
- Giirtel vor Jackett eines Digraphen G = (V,E), wenn genau dann (v,v') | E* ist, wenn es ei-
- Hemd vor Krawatte nen Weg von v nach v’ in G gibt.

- Krawatte vor Jackett Beispiel

- Socken vor Schuhen

- Unterhose vor Schuhen c @ z gg ;2

- Hose vor Schuhen 40100
- Uhr: ega . . . ..
r e? _ _ o . m Algorithmus zur Berechnung von Pfeilen der reflexiven transitiven Hiille
m Ergebnis der topologischen Sortierung mit Tiefensuche abhangig von boolean [ ][] A ={ ..}; for (inti=0;i <A.length; i++) A [i] [i] = true;
Wahl der Startknoten (weissen Knoten) for (inti =0;i < A.length; i++)

for (intj =0; j <A.length; j++)
if A[i][j] for (intk =0; k < A.length; k++) if A [j][k] A [i][K] = true
- eswerden nur Pfade der Lange 2 bestimmit!
- Komplexitat O(n)

D @'
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Transitive Hulle: Warshall-Algorithmus

m Einfache Modifikation liefert vollstandige transitive Hiille
boolean[ ][] A ={ ...}; for (inti =0; i <A.length; i++) A [i] [i] = true;
for (intj =0; j <A.length; j++)
for (inti =0;i <A.length; i++)
if A[i][j] for (intk =0; k < A.length; k++) if A [j][k] A [i][K] = true

m Korrektheit kann Uber Indusktionsbeweis gezeigt werden

- Induktionshypothese P(j): gibt es zu beliebigen Knoten i und k einen Weg von i nach k, so dass
alle Zwischenknoten aus der Menge {0, 1, ...j} sind, so wird in der j-ten Iteration A [i][k]=true

gesetzt.
Wenn P(j) fur allej gilt, wird keine Kante der transitiven Hille vergessen

- Induktionsanfang: j=0: Falls A[i][0] und A[O][k] gilt, wird in der Schleife mit j=0 auch A[i][K]
gesetzt

- InduktionsschlufX Sei P(j) wahr fur O .. j. Sei ein Weg von i nach k vorhanden, der Knoten j+1
nutzt, dann gibt es auch einen solchen, auf dem j+1 nur einmal vorkommt. Aufgrund der Induk-
tionshypothese wurde in einer friiheren Iteration der auRReren Schleife bereits (i,j+1) und (j+1,k)
eingefiigt. In der (j+1)-ten Iteration wird nun (i,k) gefunden. Somit gilt auch P(j+1).

m Komplexitét

- innerstefor-Schleife wird nicht notwendigerweise n2-mal (n=|V|) durchlaufen, sondern nur falls
Verbindung voni nach j in E¥ vorkommt, also O(k) mit k=|E*| mal

- Gesamtkomplexitat O(n2+kon).

RO

(C) Prof. E. Rahm 3- 29
11"

Kirzeste Wege (2)

B Warshall-Algorithmus 183t sich einfach modifizieren, um kirzeste Wege zwischen allen Knoten-
paaren zu berechnen
- Matrix A enthdlt zunachst Knotengewichte pro Kante, ¥ falls "keine Kante" vorliegt
- A[i,i] wird mit 0 vorbelegt
- Annahme: kein Zyklus mit negativem Gewicht vorhanden

int[][]1A={..J};for (inti =0;i<A.length; i++) A [i] [i] = O;
for (intj =0;j <A.length; j++)
for (inti =0;i<A.length; i++)
for (int k = 0; k < A.length; k++)
if (A [IT[] + A [K] < A TiT[K])
ATil[k]= A [i][] + A [iK];

= Komplexitat O(n®)
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Klrzeste Wege

B kantenmarkierter (gewichteter) Graph G = (V, E, g)
- Weg/Pfad P der Lange n: (vp,vq), (Vi.Vo), v s(Vio1s Viy)
- Gewicht (Lange) des Weges/Pfads
W (P) = Sg((vi, Vi+1)

- Distanz d (u,v): Gewicht des kiirzesten Pfades von u nach v

B Varianten
- nichtnegative Gewichte vs. negative und positive Gewichte

- Bestimmung der kiirzesten Wege
a) zwischen allen Knotenpaaren,
b) von einem Knoten u aus
¢) zwischen zwei Knoten u und v

B Bemerkungen
- klrzeste Wege sind nicht immer eindeutig

- kirzeste Wege miissen nicht existieren:
es existiert kein Weg;
es existiert Zyklus mit negativem Gewicht

RO
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Klrzeste Wege: Dijkstra-Algorithmus

m Bestimmung der von einem Knoten ausgehenden kiirzesten Wege
- gegeben: kanten-bewerteter Graph G = (V,E, g) mit g: E -> R* (Kantengewichte)
- Startknoten s; zu jedem Knoten u wird die Distanz zu Startknoten sin D[u] gefiihrt
- Qsei Prioritdts-Warteschlange (sortierte Liste); Prioritét = Distanzwert
- Funktion succ(u) liefert die Menge der direkten Nachfolger von u
Dijkstra (G,s):
for each Knotenv 1 V -sdo{D[v] =¥},
D[s] = O; PriorityQueue Q = V;
while not isEmpty(Q) do{ v = extractMinimum(Q);
for eachul succ (v) ¢ Qdo{
if D[v] + g ((v,u)) < D[u] then
{ D[u] = D[v] + g ((v.u));
adjustiere Q an neuen Wert D[u]; };
I
}
m Verallgemeinerung der Breitensuche (gewichtete Entfernung)
m funktioniert nur bei nicht-negativen Gewichten
m Optimierung geman Greedy-Prinzip
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Dijkstra-Algorithmus: Beispiel

Initialisierung: Q=< (s0), (U ¥), (v: ¥), (< ¥), (y: ¥)>
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Klrzeste Wege mit negativen Kanten-
gewichten

B Bellmann-Ford-Algorithmus BF (G,s):
for each Knotenv 1 V -sdo{ D[v] =¥}; D[s] =0;
fori=1to|E-1do R
for each (u,v) | Edo{
if D[u] +g((u,v)) <D[v] then D[v] = D[u] + g ((u,v));

Beispiel:

D
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Dijkstra-Algorithmus (3)

m Korrektheitsbeweis

- nachi Schleifendurchgangen sind die Langen von i Knoten, die am néchsten an sliegen, korrekt
berechnet und diese Knoten sind aus Q entfernt.

- Induktionsanfang: swird gewéahlt, D (s) =0

- Induktionsschritt: Nimm an, v wird aus Q genommen. Der kirzeste Pfad zu v gehe Uber direkten
Vorganger v' vonv. Dav' ndher an sliegt, ist v' nach Induktionsvoraussetzung mit richtiger Lan-
ge D(V'") bereits entfernt. Da der kirzeste Wegzu v die Lénge D(v') + g((v',v)) hat und dieser
Wert bei Entfernenvon v' bereits v zugewiesen wurde, wird v mit der richtigen L ange entfernt.

- erfordert nichtnegative Kantengewichte (steigende L &nge durch hinzugenommene K anten)

m Komplexitét <= O(nz)
- n-maliges Durchlaufen der duRReren Schieife liefert Faktor O(n)
- innere Schleife: Auffinden des Minimums begrenzt durch O(n), ebenso das Aufsuchen der
Nachbarn von v
m Pfade bilden aufspannenden Baum (der die Wegstrecken von s aus gese-
hen minimiert)

m Bestimmung des kiirzesten Weges zwischen u und v: Spezialfall fur Dijk-
stra-Algorithmus mit Start-Knoten u (Beendigung sobald v aus Q entfernt wird)

PN
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Minimale Spannbaume

m Problemstellung: zu zusammenhangendem Graph soll Spannbaum (auf-
spannender Baum) mit minimalem Kantengewicht (minimale Gesamtlan-
ge) bestimmt werden

- relevant z.B. zur Reduzierung von Leitungskosten in Versorgungsnetzen
- zusétzliche Knoten kdnnen zur Reduzierung der Gesamtl&nge eines Graphen fihren

m Kruskal-Algorithmus (1956)

- Sel G=(V, E, g) mit g: E-> R (Kantengewichte) gegebener ungerichteter, zusammenhangender
Graph. Zu bestimmen minimaler Spannbaum T = (V, E’)

- E' ={}; sortiere E nach Kantengewicht und
bringe die Kanten in PriorityQueue Q; jeder
Knoten v bilde eigenen Spannbaum(-Kandi-
dat)

- solange Q nicht leer:

- entferne erstes Element e=(uyv)

- wenn beide Endknoten u und v im selben Spann-
baum sind, verwerfe e, ansonsten nehme e in E’
auf und fasse die Spannb&ume von u und v zu-
sammen

m Analog: Bestimmung maximaler Spannbaume (absteigende Sortierung)
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Minimale Spannbaume (2) Minimale Spannbaume (3)

m Anwendung des Kruskal-Algorithmus m Alternative Berechnung (Dijkstra)

Startknoten s
Knotenmenge B enthélt bereits abgearbeitete Knoten

s=an Kantemit minimalem Gewicht beteiligter Knoten
B={sh E' ={}
while|B| < |V|do{
wahle (u,v) T E mit minimalem Gewicht mitul B, vl B;
fuge (u,v) zu E’ hinzy;
flge v zu B hinzu; }

B eswird nur 1 Spannbaum erzeugt
| effiziente Implementierbarkeit mit PriorityQueue Uber Kantengewicht

m Komplexitét O (m log n)
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Flisse in Netzen Flisse in Netzen (2)
m Anwendungsprobleme; m Schnitt (A, B) eines Flu-Netzwerks st eine Zerlegung von V in disjunkte

Wieviele Autos kénnen durch ein Stral3ennetz fahren?
Wieviel Abwasser fasst ein Kanalnetz?
Wieviel Strom kann durch ein Leitungsnetz flieRen?

Teilmengen A und B, sodaRql Aundsi B.
Die Kapazitét des Schnitts istc(A,B) = Syj 4 vi 8 C((U,V))
minimaler Schnitt (minimal cut): Schnitt mit kleinster Kapazitét

m Def.: Ein (Flu3-) Netzwerk ist ein gerichteter _ m Restkapazitét, Restgraph
Graph G = (V, E, c) mit ausgezeichneten Kno- e 0 T BB 1 Sei f ein zulassiger FIUR fur G = (V,E). Sei E' = {(v,\w) | (v,\w) I E oder (w,v)1 E}
t_en q (Que_l le) und s (Senke), sowie einer Kapa- - Wir definieren die Restkapazitét einer Kante e = (v,w) wiefolgt:
zitatsfunktion c: E ->z*. rest(e) = ]g(((e)-f)()e) ][gllS( grll E
\'AY% S(w,v,
m Ein FluR fiir das Netzwerk ist eine Funktion f: E ->Z*, so daR gilt: - DerRestgraphvonf (bzgl. G) besteht ausdenKantene | E', fur dierest(e) >0

Kapazitatsbeschrankung: f(e) £ c(e), fur alle e in E.

_ m Jeder gerichtete Pfad von q nach sim Restgraphen hei 3t zunehmender Weg
FluRerhaltung: fur alevinV\{q,s}: S(v',v)i g f((v'.v) =S(v,v')i g f((vv'))

. . . verwendetete Wege: .
Der Wert von f, w(f), ist die Summe der FluRwerte der die Quelle g verlassenden Kanten: 1) q a b, s(Kapaz. 2) Restgraph:
S ef(@v) Danse

) 4,8 S

m Gesucht: Fluf3 mit maximalem Wert
begrenzt durch Summe der aus q wegfiihrenden bzw. in s eingehenden Kapazitaten
jeder weitere ,, Schnitt* durch den Graphen, der q und s trennt, begrenzt max. Fluss

w (f) = 8, nicht maxima @ @ @

Kantenmarkierung: Kapazitét c(e) / Flui f(e)

A
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Kantenmarkierung: rest (€)
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Flisse in Netzen (3)

m Theorem (Min-Cut-Max-Flow-Theorem):
Sei f zuléssiger FluR fiir G. Folgende Aussagen sind &quivalent:
1) f ist maximaler FluBin G.

2) Der Restgraph von f enthélt keinen zunehmenden Weg.
3) w(f) = ¢(A,B) fur einen Schnitt (A,B) von G.

m Ford-Fulkerson-Algorithmus
- fuge solange zunehmende Wege zum Gesamtfluf3 hinzu wie mdglich

- Kapazitét erhoht sich jeweils um Minimum der verfligbaren Restkapazitét der einzelnen Kanten
des zunehmenden Weges
for eachel E{ f(e) =0;}
while ( es gibt zunehmenden Weg p im Restgraphen von f ) {
r=min{rest(e) | eliegtinp};
for each e = (v,w) auf Pfad p {
if (e in E) f(e)="f(e) +r;
else

f((wv)) =f((wv)) -1} }
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Maximales Matching

m Beispiel:
- Eine Gruppe von Erwachsenen und eine Gruppe von Kin- Q ﬁ G
dern besuchen Disneyland.

- Auf der Achterbahn darf ein Kind jeweils nur in Beglei-
tung eines Erwachsenen fahren.

- Nur Erwachsene/Kinder, die sich kennen, sollen zusam- e a @ Q
men fahren. Wieviele Kinder kbnnen maximal eine Fahrt
mitmachen?

m Matching (Zuordnung) M fir ungerichteten Graphen G = (V, E) ist eine
Teilmenge der Kanten, so da3 jeder Knoten in V in hochstens einer Kante
vorkommt
- |M| = GrofRe der Zuordnung

- PerfektesMatching: kein Knoten bleibt ,allein® (unmatched), d.h. jeder Knotenistin einer Kan-
tevon M vertreten

m Matching M ist maximal, wenn es kein Matching M' gibt mit [M| < [M'|

m Verallgemeinerung mit gewichteten Kanten: Matching mit maximalem
Gewicht

D
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Ford-Fulkerson: Anwendungsbeispiel

Kantenmarkierung:
Kapazitat c(e) / FluR f(e)

Restgraph:

@

@@ o®
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Matching (2)

m Def.: Ein bipartiter Graph ist ein Graph, dessen Knotenmenge V in zwei
disjunkte Teilmengen V1 und V2 aufgeteilt ist, und dessen Kanten jeweils
einen Knoten aus V1 mit einem aus V2 verbinden

m Maximales Matching kann auf maximalen Fluf3 zurlickgefiihrt werden:
- Quelle und Senke hinzufigen.
- Kantenvon V1 nach V2 richten.

- Jeder Knoten in V1 erhalt eingehende Kante von
der Quelle.

- Jeder Knoten in V2 erhdlt ausgehende Kante zur
Senke.

- AlleKanten erhalten Kapazitét c(e) = 1.

m Jetzt kann Ford-Fulkerson-Algorithmus
angewendet werden
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Matching (3) Zusammenfassung

= Weiteres Anwendungsbeispiel m viele wichtige Informatikprobleme lassen sich mit gerichteten bzw. unge-
richteten Graphen behandeln
m wesentliche Implementierungsalternativen: Adjazenzmatrix und Adja-
zenzlisten
m Algorithmen mit linearem Aufwand:
- Traversierung von Graphen: Breitensuche vs. Tiefensuche
- Topologisches Sortieren
- Test auf Azyklitét

m Weitere wichtige Al gorithmenT:
- Warshall-Algorithmus zur Bestimmung der transitiven Hiille
- Dijkstra-Algorithmus bzw. Bellmann-Ford fur kiirzeste Wege
- Kruskal-Algorithmus fir minimale Spannbéume
- Ford-Fulkerson-Algorithmus fir maximale Fllisse bzw. maximales Matching

- ist gezeigtes Matching maximal ?
m viele NP-vollstandige Optimierungsprobleme

- Traveling Salesman Problem, Cliquenproblem, Farbungsproblem ...

- Bestimmung eines planaren Graphen (Graph-Darstellung ohne Uberschneidende Kanten)

T Animationen u.a unter http://www-b2.is.tokushima-u.ac.jp/~ikeda/suuri/main/index.shtml
RO RO
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