6. Binare Suchbaume

Natirliche bindre Suchbaume

- Begriffe und Definitionen

- Grundoperationen: Einfligen, sequentielle Suche, direkte Suche, Loschen
- Bestimmung der mittleren Zugriffskosten

Balancierte Bindrbdume
AVL-Baum

- Einfiigen mit Rotationstypen
- Léschen mit Rotationstypen
- Hohe von AVL-Baumen

Gewichtsbalancierte Bindrbaume
Positionssuche mit balancierten Baumen (Losung des Auswahlprobl

EMS)
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EinflUgen in bindren Suchbaumen

Neue Knoten werden immer als Blatter
eanEngt d{) Eini[]_ge(x)

Suche der Einfligeposition: / N

Aussehen des Baumes wird durch die @ @
Folge der Einfligungen bestimnrei- X<y x>y
henfolgeabhangig&truktur

n Schlissel erlauben n! verschiedene Schlisselfolgen

Einflgereihenfolge 2:
LEIBNIZ, DESCARTES, CARNAP, HUME,
SOCRATES, FREGE, LOCKE, KANT, HEGEL,
PLATON, SPINOZA

LEIBNIZ

Einfugereihenfolge 1:

KANT, LEIBNIZ, HEGEL, HUME, LOCKE, SOCRATES,
SPINOZA, DESCARTES, CARNAP, FREGE, PLATON

KANT

SOCRATES

SPINOZA

PLATON
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Binare Suchbaume

Def.: Ein naturlichebindrer Suchbaum B ist ein Binarbaum;

er ist entweder leer oder jeder Knoten in B enthlt einen Schlissel U
(1) alle Schlussel im linken Unterbaum von B sind kleiner als der Schlissel in der Wurzel von
(2) alle Schlissel im rechten Unterbaum von B sind gréfer als der Schlissel in der Wurzel vo
(3) die linken und rechten Unterbdume von B sind auch bindre Suchbaume.

Beispiel:

4 Grundoperationen:
- Einfugen

- direkte Suche

- sequentielle Suche

- Loéschen

nd:
B
nB
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Einflgen in bindren Suchbaumen (2)

class BinaryNode {
BinaryNode IChild = null;
BinaryNode rChild = null;
Orderable key = null;
/** Konstruktor */

BinaryNode(Orderable key) { this .key = key; }}

public class BinarySearchTree {
private  BinaryNode root = null ;
“piublic void insert(Orderable key) throws TreeException {

root = insert(root, key); }

protected  BinaryNode insert(BinaryNode node, Orderable key)
throws TreeException {
if (node == null)
else
if (key.less(node.key))
node.IChild = insert(node.IChild, key);
else
if (key.greater(node.key))
node.rChild = insert(node.rChild, key);

return new BinaryNode(key);

else
throw new TreeException("Schluessel schon vorhanden!");
return node; }
}
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Suche in binaren Suchbaumen

1. Sequentielle Suche
Einsatz eines Durchlauf-Algorithmus (Zwischenordnung)

2. Direkte Suche:Vorgehensweise wie bei Suche nach Einfiigeposition

Suchen eines Knotens (rekursive Version):
/** Rekursive Suche eines Schluessels im Baum */
public boolean searchRec (Orderable key) {

return  searchRec(root, key);

}

[** Rekursive Suche eines Schluessels im Teilbaum */
protected boolean searchRec (BinaryNode node, Orderable key) {
if (node==  null ) return false ; I nicht gefunden
if (key.less(node.key))
return  searchRec(node.IChild, key); // suche im linken Teilbaum
if (key.greater(node.key))
return  searchRec(node.rChild, key); // suche im rechten Teilbaum
return true /I gefunden
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Loschen in binaren Suchbaumen

Ldschen ist am kompliziertesten
Fall 1: x ist Blatt

Fall 2/3: x hat leeren °
linken/rechten Unterbaum

Fall 4: x hat zwei nicht-leere
Unterbaume

im linken Unterbaumd))

wird er gesondert behandelt

oder des kleinsten Schlissels im
rechten Unterbaumnk()

- Alternative: Jeder zu I6schende Knoten wird speziell markiert; bei Such- und Einfliigevorgangen
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Suchen (2)

Suchen (iterative Version):
public boolean searchlter (Orderable key) {
BinaryNode node = root;
do {
if (node==  null ) return false
if (key.less(node.key))
node = node.IChild; /] suche im linken Teilbaum
else if (key.greater(node.key))
node = node.rChild; /I suche im rechten Teilbaum
else return true ; /I gefunden
} while ( true );

}

; Il nicht gefunden
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Loschen in bindren Suchbaumen (2)

Losche (LOCKE)

D FREGE

SPINOZA  DESCARTE

PLATON

CARNAP LEIBNIZ
CARNAP
SOCRATES

Lésche (DESCARTES) Losche (FREGE)

PLATON PLATON

SPINOZA SPINOZA

LEIBNIZ SOCRATES

SOCRATES
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Binare Suchbaume: Zugriffskosten

Kostenmal3: Anzahl der aufgesuchten Knoten bzw. Anzahl der bengt
Suchschritte oder Schlisselvergleiche.

Kosten der Grundoperationen
- sequentielle Suche:
- Einfugen, Ldschen, direkte Suche

Bestimmung der mittleren Zugriffskosten (direkte Suchkosten)

- Mittlere Zugriffskosten z  eines Baumes B erhélt man durch Be- n
rechnung seiner gesamtBiadlange Plals Summe der Langen depy(g) = S Stufe( K)
Pfade von der Wurzel bis zu jedem Knotgn K =
- mit n, = Zahl der Knoten auf Stufe i gilt
h-1 h-1
PL(B) = Y il und 3 n =n =gesamte Knotenzahl
i=0 i=0
- Die mittlere Pfadlange ergibt sich zu Beispiel: 0
p=PL/n he1 .
- Da bei jedem Zugriff noch auf dig = p+1 = 14 s (i+1) Oy
Wourzel zugegriffen werden muf3, er- " %o ! 2
hélt man

igten

Binare Suchbaume: Zugriffskosten (3)

Durchschnittliche Zugriffskosten

- Extremfalle der mittleren Zugriffskosten sind wenig aussagekraftig:

- Wie groB sindz,,,, undz, ., bein=103ac®, ...?

- Differenz der mittleren zu den minimalen Zugriffskosten ist ein MaR fiir Dringlichkeit von
lancierungstechniken

Bestimmung der mittleren Zugriffskosten

- nverschiedene Schlissel mit den Werten 1, 2, ..., n seien in zu-
falliger Reihenfolge gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, daB der
erste Schlussel den Wert i besitzt, ist 1/n (Annahme: gleiche Zu-
griffswahrscheinlichkeit auf alle Knoten)

- Fir den Baum mit i als Wurzel erhalten wir
z,() = I%E((Zi_l+ 1 Ti-1)+1+(z,_;+1) QAn-i))

Ziy

- Die Rekursionsgleichung a3t sich in nicht-rekursiver, geschlossener Form mit Hilfe de

n
monischen Funktion, = zil darstellen.
i=1

- Esergibtsich 7 =2 8wy 3 = 2In(n) -c.

Z
- Relative Mehrkosten: -1 = 2n(n—c ;2in(n)-c
Zin Iogz(n)—l Iogz(n)

= 2In(2) = 1,386..
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Binare Suchbaume: Zugriffskosten (2)
Maximale Zugriffskosten Stufe

| QeimpE e (o ONO Ol
Baum 7 einer nearen Listeeni (20 (19] () () 1
tet

© (0 (o (® 2
(0 (@) @ 3
- Hohe: h=f+1=n @ @ @ @ 4

- Maximale mittlere Zugriffskoste
n-1
Zmax = %DX i+t = n[‘%nl) - (n;l =om

. =0 . 3} L o g
Minimale (mlttlere) Zugriffskosten: kénnen in einer fast vollstandigen
oder ausgeglichenen Baumstruktur erwartet werden

- Gesamtzahl der Knoten: 2"~ 1-1<n<2"-1

- Hohe h-= | logyn |+ 1

- Minimale mittlere Zugriffskosten: z_. =log,n-1
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Balancierte Binarbaume

Der ausgeglichene bindre Suchbaum verursacht fir alle Grundoperationen
die geringsten Kosten

Perfekte Balancierung zu jeder Zeitkommt jedoch sehr teuer.
Einflige (ATHEN)

ROM
LONDON BERLIN PRAG

BERLIN ATHEN ROM

In welchem Malf3e sollen Strukturabweichungen bei Einfiigungen und Léschungen toleriert werden ?

Balancierte Baume

- Ziel: schneller direkten Zugriff mitzmaXDO(Iogzn) sowie Einfuige- und Loschoperationen mit
logarithmischen Aufwand

- Heuristik: fir jeden Knoten im Baum soll die Anzahl der Knoten in jedem seiner beiden Unterbéu-
me mdoglichst gleich gehalten werden

- Zwei unterschiedliche Vorgehensweisen:
(1) die zulassige Hohendifferenz der beiden Unterbdume ist beschréariil{erbalancierte Baume

(2) das Verhéaltnis der Knotengewichte der beiden Unterbdume erfiillt gewisse Bedingungen
(=> gewichtsbalancierte Baume
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k-balancierter Binarbaum AVL-Baum

Def.: Seien |x) und B(x) die linken und rechten Unterbdume eines Kno- benannt nach russischen Mathematikern: Adelson-Velski und Landis

tens x. Weiterhin sei h (B) die Hohe eines Baumes B. lebalancierter Def.: Ein 1-balancierter Bindrbaum heiRt AVL-Baum
Binarbaumist entweder leer oder es ist ein Baum, bei dem fir jeden Kno- .

ten x gilt: \h(Bl(x))‘h(Br(X))\ <k -> Balancierungskriterium: |n(By(x)) ~h(B(x))| < 1

Konstruktionsprinzip:

k laBt sich als MaB fur die zuléssige Entartung im Vergleich zur ausgeglichenen Baumstruktur auf- - Bjund B seien AVL-Baume der Hohe h und h+1. Dann sind die nachfolgend dargestellten|Bau-
fassen me auch AVL-Baume:
Prinzip (e oL

|n(B| (SOFIA)) - h(B,(SOFIA)

|n(By(ROM)) - h(B, (ROM))|

|n(B|(PARIS)) ~ h(B, (PARIS))|

Suchoperationen wie fir allgemeine binare Suchbaume
‘h(Bl(MOSKAU))—h(Br(MOSKAU))‘

WIEN
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AVL-Baum: Wartungsalgorithmen Einflgen in AVL-Baumen
Wann und wo ist das AVL-Kriterium beim Einfligen verletzt ? Sobald ein BF(x) durch eine Einflgung verletzt wird, muf} dtedalan-
- Eskann sich nur die Hohe von solchen Unterbaumen verandert haben, deren Wurzeln auf dem cierungdes Baumedurchsog.Rotationendurchgefuihrt werden.
Suchpfad von der Wurzel des Baumes zum neu eingefugten Blatt liegen - Ausgangspunkt der Rotation ist der naheste Vater des neu eingefiigten KnoteAs=mip .
- Reorganisationsoperationen lassen sich lokal begrenzen; es sind héchstens h Knoten betroffen - Dieser Knoten dient zur Bestimmung des Rotationstyps. Er wird durch die von diesem Khoten
Def.: DerBaIancierunqsfaktoBF(x) eines Knotens x ergibt sich zu ausgehende Kantenfolge auf dem Pfad zum neu eingefuigten Knoten festgelegt.
BF() = h(B()) - h(&(x)). Rotationstypen
A Es treten vier verschiedene Rotationstypen auf. Der neu einzufiigende Knoten sei X. Y sei der be-
IKHO'E\(\E/B\(ljifI?ItIOH zuglich der Rotation kritische Knoten - der ndheste Vater von XBHit= 2 . Dann bedeutet:
class ode
int BF=0: - RR: X wird im rechten Unterbaum des rechten Unterbaums von Y eingefitiigrotatior)
AVLNode IChild = null - LL: X wird im linken Unterbaum des linken Unterbaums von Y eingefRgthtsrotation
é\r/cli_e’\:ggﬁe Tg"'g = nSIlIJ” s - RL: X wird im linken Unterbaum des rechten Unterbaums von Y eingefiagigelrotation)
ek Konstruktgr ¥ ' - LR: X wird im rechten Unterbaum des linken Unterbaums von Y eingeflagifelrotatiof
AVLNode(Orderable key) { this .key = key; }
} Die Typen LL und RR sowie LR und RL sind symmetrisch zueinander.
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neuer Schlussel

EinfiUgen in AVL-Baumen (2)

nach Einfligung

0
LONDON \LONDON/
AN
BERLIN ONDO
0
\BERLIN./
LL
_> .
Rechtsrotation
ATHEN
SOFIA

nach Rebalancierung
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neuer Schlissel

Einflgen in AVL-Baumen (3)

nach Einfligung

nach Rebalancierung

OSLO
ROM
0 o
0sLO ROM
PRAG LR
+2
SOFIA Doppelrotation + 0
BERLIN ROM
1 0 —>
ATHEN PARIS WIEN 0 0 1
ATHEN PARIS SOFIA
0 +1
osLo ROM
0 0 0
5 0SLO PRAG WIEN
PRAG
() Prof. E. Rahm 6- 19 /Q\
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Einfligen in AVL-Baumen (3)
neuer Schliissel nach Einfugung nach Rebalancierung
) . -
WIEN Linksrotation NG
0 2
\ATHEN./ ONDO - 0
R NATHEN/
N
SOFY R
0™
2
BERLIN
RL O
0 1 i \LONDON
ATHEN SOFIA Doppelrotation
+1 0
E) 0 — BERLIN SOFIA
PARIS
ONDOI WIEN
R 0 0 0
a ATHEN PARIS WIEN
\PARIS /
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Einfiugen in AVL-Baumen (4)

Balancierter Unterbaum
Rotationstyp LL (Rechtsrotation)

nach Einfigung

Rebalancierter Unterbaum

D\ o
(X
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Rotationstyp LR (RL ist symmetrisch)
Balancierter Unterbaum

Einfigen in AVL-Baumen (5)

nach Einfugung

Rebalancierter Unterbaum

Linksrotation von x 5 / X3+
Rechtsrotation von x 4/ X3

(C) Prof. E. Rahm

Bis auf Symmetrie treten nur 3 Félle auf:

Fall 1: )
Léschen in
O (I h+1
X, h+1 Cﬁ 7
" A ' “'1 A“
Loschen in
D o | o
S A
h-1 h- h-1

Lﬁscﬁn in
h+1 ﬂ h+1
N,
h-1 h -2

=

Fall 2

==
e

Fall 3:

7>
=

Loschen in AVL-Baumen (2)

In diesem Fall pflanzt sich Hohener-
niedrigung nicht fort, da in der Wurzel
das AVL-Kriterium erfullt bleibt.

-> kein Rebalancieren erforderlich.

Die Hohenerniedrigung vonBpflanzt

sich hier zur Wurzel hin fort. Sie kann
auf diesem Pfad eine Rebalancierung
ausldsen.

Fir die Behandlung dieser Situation ist
der linke Unterbaum Bn gréRerem De-
tail zu betrachten. Dabei ergeben sich
die 3 Unterfélle:

(C) Prof. E. Rahm 6- 23
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Loschen in AVL-Baumen

Loschen eines Blattes bzw. eines
Randknotens ( max. 1 Sohn)

Hohenreduzierung andert Balancierungs-
faktoren der Vaterknoten

Rebalancierung fur UB der Vorgéngerkn
ten mit BF = +/- 2

ggf. fortgesetzte Rebalancierung (nur még-

lich fir Knoten mit BF = +/- 2 auf dem Weg ° 0

vom zu léschenden Element zur Wurzel) SOFIA WEN
Léschen eines Knotens (Schlissel x) mit 2 S6hnen kann auf Losche
Blatt/Randknoten zurlickgefuhrt werden

x wird ersetzt durch kleinsten Schlissel y im rechten Unterbaumbaum von x (oder gr
Schlussel im linken Unterbaum)

fiihrt zur Anderung des Balancie-

n far

pi3ten

rungsfaktors fur v (H6he des lin- (x) 0 ()
ken Unterbaums von v hat sich um N NS
1 reduziert) () ()
@ /o o
TeAA T AA
/e N
(C) Prof. E. Rahm 6- 22 .m
Léschen in AVL-Baumen (3)
Fall 3a:
- Rechtsrotation fuhrt zur Erfillung des AVL-Kriteriums
- Unterbaum behélt urspriingliche Héhe
- keine weiteren Rebalancierungen erforderlich
Fall 3b:
- Rechtsrotation reduziert Hohe des gesamten UB von h+1 nach h
- Hohenreduzierung pflanzt sich auf dem Pfad zur Wurzel hin fort und kann zu weiteren Re-
balancierungen fuhren.
(C) Prof. E. Rahm 6- 24 m



Loschen in AVL-Baumen (5)

Fall 3c:

- Doppelrotation (-> Hohenerniedrigung)
- gdf. fortgesetzte Rebalancierungen

SN
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+2
PRAG
+1 0
MOSKAU, SOFIA
+1 +1 0 0
LONDON PARIS ROM TOKIO
+1 0 0 0
BERLIN MADRID, OSLO MOSKAU
0 +1 0
ATHEN LONDON PRAG
+1 0 +1 0
BERLIN MADRID PARIS SOFIA
0 0 0 0
ATHEN OsLO ROM TOKIO
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Léschen in AVL-Baumen (6)

Rebalancierungsschritte beim Loschen:

1. Suche im Léschpfad néhesten Vater Bit= 72

2. Fuhre Rotation im gegenuberliegenden Unterbaum dieses Vaters aus.

Im Gegensatz zum Einfugevorgang kann hier eine Rotation wiederum eine Rebalancierung
Pfad zur Wurzel ausldsen, da sie in gewissen Fallen auf eine Hohenerniedrigung des transfg
Unterbaums fiihrt. Die Anzahl der Rebalancierungsschritte ist jedoch durch die Héhe h des
begrenzt

Beispiel-Loschvorgang:

PRAG Losche (WIEN)

+1 0 +1 +2
SOFIA

0 0
BERLI IADRI osLo ROM

o™
\ATHEN/
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Hohe von AVL-Baumen

Balancierte Baume wurden als Kompromif3 zwischen ausgeglichenen und naturlichen Su
men eingefiihrt, wobei logarithmischer Suchaufwand im schlechtesten Fall gefordert wurd

Fur die Hohe peines AVL-Baumes mit n Knoten gilt:
Llogz(n)J+1shbs1,44DIog2(n+l)

- Die obere Schranke laf3t sich durch « s, no =0
Fibonacci-Baume, eine Unterklasse B, . ny =1
AVL-Baume, herleiten. 8, / np=2

Definition fur Fibonacci-Bau-
me (Konstruktionsvorschrift) B /\ ng =4

- Der leere Baum ist ein Fibonacci-Ba
der Hoéhe 0.

- Ein einzelner Knoten ist ein Fibonac

Baum der Hohe 1.
- Sind B,_; und B, Fibonacci-Baume d

84 /<> "
Hoéhe h-1 und h-2, so
B, = (B, _.,xB,_.,0ein Fibonacci-Baui
dell2 Ho'hheh h-2 By
- Keine anderen Baume sind Fibona
Béaume

ng =12
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Gewichtsbalancierte Suchbaume Gewichtsbalancierte Suchbaume (2)

Gewichtsbalancierte oder BB-Baume (bounded balance)

Zuléassige Abweichung der Struktur vom ausgeglichenen Binarbaum wird als Differenz zwischen
der Anzahl der Knoten im rechten und linken Unterbaum festgelegt

Parametes als Freiheitsgrad im Baum
- a = 1/2: Balancierungskriterium akzeptiert nur vollstandige Bindrbdume
o < 1/2: Strukturbeschrankung wird zunehmend gelockert

Def.: Sei B ein binarer Suchbaum mit linkem Unterbaupuiid sei n ()

] - Welche Auswirkungen hat die Lockerung des Balancierungskriteriums auf die Kosten ?

die Anzahl der Knoten in B (B

- p(B) = (n+1)/(n+1) heil’t di&Vurzelbalanceron B. Beispiel' Gewichtsbala

- Ein Baum B heiRgewichtsbalancie(BB(a)) oder vonbeschrénkteBalancen, wenn fur jeden ; Y ; o

Unterbaum B’ von B gilt: g'_egt/elroBaum in BB(() far
a<=p([B)<=1-a JUPITER
B
G B hat n Knoten Reba|ancierung ERDE MERKUR URANUS
- ist gewahrleistet durch eine Wi
von a<=1-./2 /2 NEPTUN
- Einsatz derselben Rotationsty| SATURN VENUS
B, hat n Knoten, wie beim AVL-Baum

Kosten flir Suche und Aktualisierung: O (Jay
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Positionssuche mit balancierten Baumen
Balancierte Suchbaume

Positionssuche (2)

- sind linearen Listen in fast allen Grundoperationen iberlegen Rangzahlen erlauben Bestimmung eines direkten Suchpfads im Baum fur
- Losung des Auswahlproblems bzw. Positionssuche (Suche nach k-tem Element der Sortierrei- Positionssuche nach dem k-ten Element
henfolge) kann jedoch noch verbessert werden - Position p := k; beginne Suche am Wurzelknoten
Def.: DerRangeines Knotens ist die um 1 erhéhte Anzahl der Knoten sei- - Wenn Rangr eines Knotens = p gilt: Element gefunden
nes linken Unterbaums - falls r > p, suche im linken UB des Knotens weiter
- Blattknoten haben Rang 1 - r<p=> p:=p-rund Fortsetzung der Suche im rechten UB

Verbesserung bei Po -
tionssuche durch Au
nahme des Rangs in
dem Knoten

Beispiel fur AVL-
Baum:

Wartungsoperationen etwas komplexer
Anderung im linken Unterbaum erfordert Ranganpassung aller betroffenen Véter bis zur Wurzel

CHLOR

FLUOR NEON XENON
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Zusammenfassung

Bindre Suchbaume
- Einfugen / direkte Suche durch Baumdurchgang auf einem Pfad
- Reihenfolgeabhangigkeit bezuglich Einfligeoperationen

- hohenbalancierte Baume (z.B. k-balancierte Binarbaume)
- gewichtsbalancierte Baume (BB-Baume)

AVL-Baum: 1-balancierter Binarbaum

- dynamische Rebalancierung bei Einflige- und Léschoperationen
(Fallunterscheidungen mit unterschiedlichen Rotationen)

- Anzahl der Rebalancierungsschritte durch H6he des Baumes begrenzt
- maximale Hohe fir Fibonacci-Baume: 1,44 log (n)

schnelle Positionssuche tber Mitfihren des Rangs von Knoten

- sequentielle Suche / sortierte Ausgabe aller Elemente: Inorder-Baumtraversierung ( O (n))
- minimale Zugriffskosten der direkten Suche O (log n); mittlere Kosten Faktor 1,39 schlechter

Balancierte Suchbaume zur Sicherstelleung giinstiger Zugriffskosten

- Mitfuhren eines Balancierungsfaktors B in Baumknoten (zulassige Werte: -1, 0, oder 1)
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Zusammenfassung: Listenoperationen
auf verschiedenen Datenstrukturen

Operation

sequent. Liste

gekettete Liste

balancierter Baum mit
Rang

Suche von K

Suche nach
k-tem Element

Einfligen von K

Loschen von K

Léschen von
k-tem Element

sequentielle Suche
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