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Dimensionsreduktion

d=1

. Falls die Datenpunkte eines n-dimensionalen Raumes in der Nahe
eines d-dimensionalen Unterraums liegen, Reduzierung der Punkte auf
deren Projektionen im Unterraum

Anstatt 2 Koordinaten, wird Punkt A wird anstatt uber 3
jeder Punkt nur uber eine Koordinaten (z.B. [3,4,2]) nur
Koordinate reprasentieren: Uber 2 Koordinaten (z.B. [2,1])
Position auf der roten Linie reprasentiert
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Dimensionsreduktion

d=1

Ziel: Aufdeckung der Datenachsen
* Die Achsen des Unterraums bezeichnet man auch als Faktoren
« Wahl der Faktoren:

— Erster Faktor zeigt in die Richtung, in welcher die Punkte ihre grofte Streuung
aufweisen

— Zweiter Faktor ist orthogonal zum ersten Faktor und zeigt in die Richtung mit der
grof3ten Streuung unter den Punkten

— USW..
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Dimensionsreduktion

* Einfaches Beispiel:

mmmm Représentation

m m O O W >

o O O = DN -

o O O = D

o O O = NN -

W NN O O o

[1,0]
[2, 0]
[1,0]
[5. 0]
[0, 2]
[0, 3]

w N O O o o

 Rang einer Matrix: Anzahl der linear unabhangigen Zeilen/Spalten
— Im Beispiel: Zeilen-/Spaltenrang ist 2

— Aufspaltung:

Data Mining

cCo Uk, N -

SO Ul NP

SO Ul Rk, DN K

wnNn oo oo
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Neue Achsen/Faktoren

wnN oo oo

—| Neue Koordinaten
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Hauptkomponentenanalyse

Principal Component Analysis (PCA)

Sei A eine Matrix mit m Zeilen (Datenpunkte) und n Spalten
(Dimensionen) und A.4, A.,, ..., A.,, die Spalten von A

Annahme: Spalten sind zentriert, so dass

~ Y, Ay = Ofiirallej = 1,..,n
Erste Hauptkomponente von A ist gegeben durch den Vektor
Z4=@1144 Q1A+ -+ Qp1 Ay

mit 3274 gofl = 1 und maximaler empirischer Varianz

1 m
EzZi
i=1

Die Parameter ¢4, ¢4, ..., 9,1 Werden als Ladungen der ersten
Hauptkomponente bezeichnet

Data Mining
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PCA: Beispiel

* 4 Beobachtungen und 2 Dimensionen 3
1 2 0
12 1 -
A=13 4 (1.2) 7 (43)
4 3 O
* Die empirische Varianz von O
Z.1 = P11 A-l + ®-1 A°2 Ist maximal
o 1 1
fureg, = NG und @21 = 7
oA
. 3/V2 1/v2\ .., .
o SomitZ; = /N2 und @1 = ( N_> gibt die neue x-Achse
7/V2 1/42
\7/\/7/
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PCA: Beispiel

(32
. 3/V2
o SomitZ; = /N2
7/V2
\7/\/7/
(3.4)
(1.2)
Q\,;{LSJ.;;)
© 0O (2.1)
D1

w (3.5.3.5)

~ 43)

und P = <

Data Mining

1/+/2
1/+/2

) gibt die neue x-Achse
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PCA: Berechnung

 Der Ladungsvektor ¢ ist der Eigenvektor des grofdten Eigenwerts der
Matrix AT A (Kovarianzmatrix von A)

30 28)

» Beispiel: ATA = (28 20

* Sei M eine quadratische Matrix. Eine reelle Zahl A heil3t Eigenwert von M
und ein Vektor e # 0 der dazugehorige Eigenvektor, falls

Me = Je.
 Beispiel:

30281 |V2| _ g5

28 30

Sl =Sl =

al =Sl =
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Eigenwerte und -vektoren

Berechnung der Eigenvektoren und —werte einer Matrix M z.B. uber die
Power-lteration-Methode:
— Zu Beginn: beliebiger Vektor x, # 0

— lteration: x .1 = ||Zi:||’WObei || ... || die euklidische Norm ||v|| = /Zi v?
— Stopp, falls Anderungen in x;, vernachlassigbar klein
. 30 28 1
Bels |eI:M=[ ]undx =H
P 28 30l M0 T g
_[30 28711171 _ [58 _ 5 5 _
- Mxo =[5 30] [1]_[58] und ||Mx,|| = V582 + 582 = 82.02
L 0.707]
7 lo.707
__[30 307[0.7071 _ [41.01 _
- Mx=1log a8l [o.707 - [41.01] und ||Mx, || = 57.997
- 0.707] |2
2107071 7 |1 /42
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Eigenwerte und -vektoren

Die Power-Iteration-Methode berechnet den ersten Eigenvektor x (mit
dem groBten Eigenwert)

Dazugehorige Eigenwert: A = x'Mx
Beispiel:
[0.707]T [30 28] [o.707
0.

0.707] 28 30 707]z58

Reduzierung der Matrix M um den Anteil, der durch den ersten Eigenwert
und —vektor generiert wird:

M*:= M-Axx"
Power-Iteration-Method auf M™* berechnet den zweiten Eigenvektor von
M (mit dem zweitgroBten Eigenwert von M)

Analoges Vorgehen flr die Berechnung weiterer Eigenvektoren/-werte
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PCA: zweite Komponente

» Der zweite Eigenvektor von AT A entspricht dem Ladungsvektor ¢, der
zweiten Hauptkomponente von A

 Die zweite Hauptkomponente von A ist gegeben durch den Vektor
Loy=@1244+ @ Ax+ -+ @y Ay

: : o . 1
mit ¥7_; @2 = 1 und maximaler empirischer Varianz — ¥ Z7,

 Aulerdem muss gelten, dass Z.; und Z., unkorreliert sind, d.h.

m
> 27y =0
=1

 Beispiel: ’
G3//2,1/2) a/2,1/2
1/\/5 1 ( D
~1/V2 Y .
Z.z = und P, = ——— o
1/V2 715 LEe >
—1/V2 G3//2.-1/2) 71/ 2.-1//2
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PCA: Hinwelse

 Spalten sollten gleiche Skalierung haben: neben Zentrierung des
Mittelwertes auch gleiche Standardabweichung

* Anteil der Varianz, welcher durch die k-te Hauptkomponenten erklart wird:
ML ZE
ZTL " Zm AZ

« Kumulierter Anteil der erklarten Varianz;

z PVE,
k

« Wahle die Anzahl der Hauptkomponenten so,
dass der kumulierte Anteil der erklarten
Varianz durch eine weitere Komponente
nicht stark ansteigt

PVE, =

1 2 3 4
Anzahl Komponenten
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PCA: Beispiel

Rekonstruktion eines Bildes uber die wichtigsten Hauptkomponenten

Pixel

800 x 644

0.914 0914 0914 0.910
0.929 0.929 0.925 0.918
0.910 0.910 0.902 0.8%4
0.906 0.902 0.898 0.894
0.898 0.394 0.890 0.866

(—

—

Quelle: https://kieranhealy.org/blog/archives/2019/10/27/reconstructing-images-using-pca/

Data Mining
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PCA: Beispiel

Hauptkomponententanalyse auf Spalten der Pixel-Matrix:
k|12 3 e s 678 ]9
ZPVER 037 056 065 070 073 076 0.79 081 0.83
k

Recovering the content of an 800x600 pixel image
from a Principal Components Analysis of its pixels

First 2 Components First 3 Components First 10 Components First 20 Components

ILLLL Ll D
| |

I~
=3
3

“
+

400
il
|
500 I

i
Rl | | 1Y |

First 4 Components

L
o
"lu

Quelle: https://kieranhealy.org/blog/archives/2019/10/27/reconstructing-images-using-pca/

e —
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Singularwertzerlegung
« PCA mit k Hauptkomponenten:

- MtZz:=Z, Z, .. Zy),und
- @:=(P1 P2 - Pi)
— qilt:

Z[mxk] = A[mxn] " Pnxk]

« Angenommen, wir finden eine Zerlegung von A der Form

A[mxn] =B [mxk]| ((pT) [kxn]

» Dann qilt

Zimxk] = Bimxk] * @lixn] * Pnxk] = Blmxk]
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Singularwertzerlegung

* Singular Value Decomposition (SVD)

 Es existiert eine Zerlegung einer Matrix A in das Produkt dreier Matrizen:
n r r n

X 3 X VT r

T
A[mxn] — U[mxr] ) z[1”><r] ) (V[nxr])

— wobei X eine Diagonalmatrix mit nicht-negativen Eintragen ist (als
Singularwerte bezeichnet),
— die Spalten von U und V orthonormal sind (d.h. UT - U = VT .V = 1)

— und r = Rang von A (Anzahl der Faktoren)

Data Mining 3-20



Beispiel

« Matrix V gibt die Faktoren
* Abbildung zeigt
der Datenpunkte

1 1/1 o o| [0.13 0.02 -0.01]
3 33 0 0| [0.41 0.07 -0.03
4 414 0 0| |0.55 0.09 -0.04
5 5|5 0 0/—]0.68 0.11 -0.05
0 2|0 4 4| |0.15 -0.59 0.65
0 0/0o 5 5] [0.07 -0.73 -0.67
[0 1f0 2 2] ]0.08 -0.29 0.32

Data Mining

Dimension 2
(an) _ N wW N (&)] (@>)

N

(@)

2 4 6
Dimension 1

N
~

X

lo o |
o © o
ol

_ O O

3

056 0.59 056 0.09 0.09]
0.12 -0.02 0.12 -0.69 -0.69
0.40 -0.80 0.40 0.09 0.09
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Beispiel

0.13 0.02
0.41 0.07
0.55 0.09
0.68 0.11
0.15 -0.59
0.07 -0.73
0.07 029 0.32

Data Mining

-0.01
-0.03
-0.04
-0.05

0.65
-0.67

lo o |

O © o

=, O o
| W

Dimension 2
O =~ N W BN O1 OO N 00 © ©

Projektionen auf die Achse
des ersten Faktors

4

2

4

6

Dimension 1

1.71
5.15
6.87
8.58
1.90
0.90
0.95

0.22
0.67
0.90
1.12
-5.62
-6.95

-0.01
-0.04
-0.06
-0.07

0.88
-0.91

-2.81 0.44
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Beispiel: Interpretation
U ist Nutzer-Faktor-

Matrix
SciFi-Faktor
Romantik-Faktor

0.13 0.02 -0.01
0.41 -0.03 _
_ 12.4
0.55 0.09 -0.0 {o
0

0.68 0.1 -0.05 X
0.15 -0.59 0.65
0.07 -0.73 -0.67
0.07 029 0.32

N O D O O © © Casablanca

|oooo-| hooleatrix

R O N 01 & w - Alen

O O O Ul » W+ Serenity

IV U1 A O OO o,AmeIie
7\

Romantk s« SCIFI ——
Nutzer

D.56\ 0.59 0.56 0.09 0.09
0.12 -0.02 0.12 -0.69 -0.69
0.40/-0.80 0.40 0.09 0.09

Vist Film-Faktor-Matrix
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SVD: Dimensionsreduktion

Reduktion der Dimensionen, falls Spaltenrang kleiner als n

Zusatzliche Reduktion: Setze kleinsten Singularwerte auf Null

lcococouo s~ wr|
R ONOU N WER

Data Mining

O OO0l b~ wpk

N O O O O O

M O O O O O

0.13 0.02 \0.01
041 0.07 -0.03
0.55 0.09 -0.04
0.68 0.11 -0\05
0.15 -0.59 0/65
0.07 -0.73 -0.67

0.07 -0.29 0.32

lo o |
o © o
Ul

0.56 0.59

o O

0.12 -0.02

(040 -086

X

056 0.09 0.09
0.12 -0.69 -0.69

o AN T

040=5-0u—0.09
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SVD: Dimensionsreduktion

IOOOO'I-hOOI—“

R O N OB~ WP

OO OO0l b~ wehk

NV O OO O O]
i

N OO O OO

J

g

—

Data Mining

0.92 0.95
291 3.01
3.90 4.04
4.82 5.00
0.70 0.53

-0.69 1.34 -0.69 4.78 4.7/8

0.32 0.23

0.13 0.02 -0.01
0.41 0.07 -0.03
0.55 0.09 -0.04
0.68 0.11 -0.05
0.15 -0.59 0.65
0.07 -0.73 -0.67
0.07 029 0.32

X

0.92 0.01 0.01
2.91 -0.01 -0.01
3.90 0.01 0.01
4.82 0.03 0.03
0.70 4.11 4.11

2.4
X

O © o
Ul
c>c>ol

1
0
0

10.40 -0.80 0.40 0.09

.56 0.59 056 0.09 0.09]
0.12 -0.02 0.12 -0.69 -0.69

0.09

Genauigkeit uber
Frobeniusnorm:

1A — BIl,

= \/Zij (Aij — Bij)1

0.32 2.01 2.01]
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SVD

Satz: Sei k mit 0 < k < r die Anzahl der gewunschten Faktoren,
A=UXV'und B = U S VT wobei S aus X konstruiert wurde,
indem die letzten r — k Diagonalelemente auf Null gesetzt wurden. Dann
gilt:
B = argminllA — Cll;
C

Fur eine gegebene Anzahl an Faktoren k minimiert SVD den Fehler 114 —
Bl , so dass B die beste Rang-k-Approximation fur A darstellt

Wie klein sollte man k wahlen?
Behalte 80-90% der ,Energie“ ¥; 7 (Summe (iber die quadrierten
Diagonalelemente von %)

Beispiel: Singularwerte 12.4, 9.5, und 1.3 — Energie: 245.7
— Entfernen des letzten Singularwertes setzt Energie auf 244 (99%)
— Mit nur dem groRten Singularwert ware die Energie auf 63% reduziert
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SVD: Berechnung

« SVDfireine Matrix A = UXVT

. T
. Esgit AT = (UzvT)' = (vT)'=TyT = y=yT
— Regel fur die Transponierte eines Produkts von Matrizen

— Zweifache Transposition l0st sich auf
— Transposition einer Diagonalmatrix ergibt die selbe Diagonalmatrix

 Somitgilt: ATA = vzUTUZVT = yx2pT

— Da Spalten von U orthonormal: UTU = I (Identitatsmatrix)

- X2 ist eine Diagonalmatrix deren i-tes Diagonalelement das Quadrat des i-ten
Diagonalelements von X ist

» Da auch die Spalten von V orthonormal: ATAV = VZ2VV = VX2

D.h. V ist die Matrix aus Eigenvektoren von AT A4 und die Diagonalelemente
von 2 sind die dazugehorigen Eigenwerte.

+ Analog: AATU = UZX?
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CUR-Zerlegung

* Die zu zerlegende Matrix A ist oft sparlich besetzt

 Aber die Matrizen der Zerlegung U und V sind nicht sparlich besetzt, d.h.
die Berechnung dieser Matrizen ist sehr aufwendig

 Die CUR-Zerlegung lost dieses Problem
— Die Matrizen der Zerlegung C und R sind sparlich besetzt, falls A sparlich besetzt
— Matrix C besteht aus zufallig ausgewahlten Spalten von A
— Matrix R besteht aus zufallig ausgewahlten Zeilen von A
— Wahlvon U, sodass |[|[A — C - U - R|| klein

( Y o[ )

\ A )zkc).(U).( R )
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Berechnung der Matrix U

o W sei die Matrix aller Uberschneidungen der Spalten C und der Reihen R
+ Berechnung der SVDvon W: W = XZY"  gpajten C
« DannistU := Y (Z*)? XT HHHH,
— Z*: Diagonalmatrix mit Diagonalelementen: e
Z5 = Ziil_falls Z;; # 0 und 0 sonst :-:-é-:-:n

— Z* nennt man auch “Moore-Penrose-
Pseudoinverse” Anstatt ZZ~1 = [ gilt i E SE SEE
77Y7 =7ZundZ*ZZt =77 g

Uberschneidungen

w=ls ol =l oflg sllo
Dann ist:

U=[é (1)]'[165 125]2'[2 (1)]=[1/025 1/025]

Data Mining 3-30
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Auswahl der Spalten und Zeilen

* Umden Fehler ||A — C - U - R|| deutlich zu verringern sollten die
Zeilen und Spalten nach Wichtigkeit ausgewahlt werden

* Die Wichtigkeit einer Zeile/Spalte: Frobeniusnorm
 Wahrscheinlichkeiten der Auswahl sind proportional zu deren Wichtigkeit

* Beispiel: Spalte [3,4,5] hat Wichtigkeit 50 und die Spalte [3,0,1] hat
Wichtigkeit 10 — Wahrscheinlichkeit fur erste Zeile ist finfmal so grof}
wie Wahrscheinlichkeit der zweiten Zelle

* Algorithmus fur Spalten: Input: matrix A € R”*", sample size ¢
Output: C,; € R"*°

Eine Soalte k l.fore=1:n [column distribution]‘
ine Spalte kann 2. Pla) =Y, Ali.0)2/ 3, Al )’
mehrmals ausgewahlt 3.fore=1:¢c  [sample columns]
werden 4. Pickyjel:n based on dlStIlbll'[lOIl P ()
+ Skalierung der Spalten, -, Compute Cy(:. 1/ ePQ

um dies zu korrigieren
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Beispiel

Wkt: _
0012/[1/1/1/ 00 154 0
0411 13/3/3/ 00 463 0
0198 |4/ 4|4/ 0 0 6.17 O
0309|555/ 0/ 0|=| 7.72 o0
0132110/ 0/ 0| 4| 4 0 6.58
0206 |0/ 0/0/ 55 0 822
0033([0/0]0[2/2] | 0 329
N/ A/
Wkt: 021 0.185

Data Mining

0 25|,
X 11/250
0 0 0779 7.79
6.36 636 636 0 0
039 039 039 0 O
118 1.18 118 0 0
157 157 157 0 O
196 1.96 196 0 O
0 0 0 205 2.05
0 0 0 256 256
0 0 0 1.02 1.02
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SVD vs. CUR

Klein und sparlich

SVD: A:UZIZVT
d \

Grol3 und sparlich  GroR und dicht

Klein und dicht

CUR: A=CUR
e ]

Grol3 und sparlich GroR und spérlich
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SVD vs. CUR: Experiment
« DBLP Daten

— Bibliographische Sammlung wissenschaftlicher Publikationen im Bereich Informatik

— Autor-Konferenz-Matrix A
» Eintrage A;;: Anzahl der Publikationen des Autors i zur Konferenz |

« 428 000 Autoren (Zeilen), 3 659 Konferenzen (Spalten)
* Matrix ist sehr grol3 und sparlich besetzt

« Dimensionsreduktion uber SVD und CUR

— Wie lange laufen die Algorithmen?
— Wie grol ist der Fehler zwischen approximierter und tatsachlicher Matrix
— Wie viel Speicherplatz wird benotigt?
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SVD vs. CUR: Experiment

1

A syp

— :
SVD O CUR O ?:\L/J[?Q
| O CURno duplicates [0 CUR o dup
102k ~ |
9 O
-
© &L o -
Q o o
3 E "
et O o0
a o
O 04
1
10"} -©5CUR | 't -
- e 2el= % =l ‘ y 10 __ O - ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
accuracy accuracy

 Accuracy: 1 - relative Summe der quadrierten Fehler
« Space ratio: Benotigter Speicherplatz
* Time: CPU Zeit

Sun, Faloutsos: Less is More: Compact Matrix Decomposition for Large Sparse Graphs, SDM '07.
http://www.cs.cmu.edu/~jimeng/papers/SunSDMO7.pdf
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Ubung

Gegeben sei die folgende Matrix

M =

—_ O UTW B~
(GORN \O RN SN &)
Ul D W U1 W

Der Rang dieser Matrix ist 2.

1. Berechnen Sie M'M und MM ™!

2. Berechnen Sie die Eigenvektoren und —werte von M™M und MMT!
3. Berechnen Sie die SVD-Zerlegung von M!
4

Setzen Sie den kleineren der beiden Singularwerte auf Null und
bestimmen Sie die Rang-1-Approximation von M!

5. Wie stark verringert sich die Energie der Zerlegung durch die Reduktion
auf eine Dimension?
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Ubung: Lésung
N

,MTM = [

=<
||
_ O Ul W

WN BB

5
3
4
5.
Eigenvektoren M M:

Eigenvektoren MM

Eigenwerte:

Data Mining

36 37
37 49
38 61

—0.56

[—0.41
—0.72

—0.57
—0.52

—0.32

153.6,

33

84

0.82
] 0.13 |, ...
—0.56

'—0.307

" 0.16 T

—0.03
—0.74

0.51

L—(0.46-

61],MMT =

L 0.41 -

15.4,

14
26
22
16

122

0.0, ...

26

50
46

28
40

22

46
50

20
32

16

28
20

20
26

227

40
32

26

35
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Ubung: Losung

=
||
_ oUW M

—0.30

—0.57
—0.52

—0.32
—0.46

WN BB
CIJ'I»-PUJU'IU.IJ

0.16 T

—0.03
—0.74

0.51

0.41 A

—0.30  0.16 T
:8223 :8:(7)2 .[12-4 0]. —041 —0.56 —0.72]
032 o051 | L2 394,082 013 -036,
‘-—(').46 0414 5 o
U
1.5 2.1 2.6
130 0L S o7 fes a6 4
| | | 1.6 23 29
23 32 4.1

Energie: 12.4% ~ 153.6 und 12.4% + 3.9% = 169, d.h. ca 91%

Data Mining
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